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SUR Lå RESOLUTION D'EQUATIONS DU SECOND DEGRE 
À DEUX INCONSUES DANS Z 


Propriété 1 : L'équation rase = © ednet des solutions entières si 
et seulement si c appartient à 4Z ou est inpair. 
Preuve : l'équation (x-y)(x+y) = © zdnet des solutions dans Z 
ssi il existe ca et co de Z tels que x-y = C, » X+y = C, ; et 
C_ +c c-c 
COSG . D'où x = ie et y- = Eik 
1 2 2 > 
entiers ssi S,+c, € 22 ; C70} € 24, c'est-à-dire : 
1) ou bien c, et ce, sont impairs, d'où c impair (et récipro- 
quement). t £ 


2) ou bien c, et c, sont pairs, d'où c € 4Z . réciproquement, 


e “Mais x et y sont des 


1 2 
si c € AZ, alors on peut décomposer c en deux facteurs c. et c, 
pairs, et tels que CC = Ce 


Remarque 1 3: 
Le pronriété l est vraie russi pour la résolution dans N, puisqu'on 


peut supposer c0 (dans le cas contraire, on multiplie l'équation 
par (- 1)), et on prend c, > c 17,0: d'où x» O et y% 0. 


Propriété 2: de. x -dy = c (où d n'est pas un carré par- 
fait), admet une infinité de solutions dans N . 
Preuve : soient x = ck 


1? k, € N et y = ck, 9 k, EN 9 cé ùN. 
Il en résulte que E? - akô = 1 , où l'on reconnaît l'équation 


de Pell-Fermat, qui admet une infinité de solutions dans J , 
(UV Ja ålors x =Cu_ , La corstituert une infinité Ge solu- 
no n no n 


tions naturelles de notre uetion. 


Propriété 3 : L'équation NOR = c (O) , où ab - k? (k € Z), ad- 


met un nombre fini de solutions naturelles. 
Preuve : on peut considérer à,b,c comne des nombres positifs : 
dans le cas rontrrire, on multiplie éventuellenent 1'éguation 
par (-1) et on chrnge le non des variables. Multiplions 1'é- 
quation par a; on fur: :? 


se = d avec z = nxeN , t = ky éN et d = ac 0. (1) 

On résout conne dens la propriété l, ce qui donne Zz et t. ‘ais 

dans (1) on 2 un nombre fini de solutions naturelles, parce au' 

il existe un nombre fini de diviseurs entiers pour un nombre de 
N°. Comme les couples (z,t) sont en nombre limité, bien sûr 

les couples (z/a,t/k) nussi, ninsi que les couples (x,y). 
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Propriété 4 : Si ax°-by? = ©, où ab £ k? (k € Z), admet une solution 
particulière non triviale dans N, alors elle admet une infinité de 
solutions dans N. 


Preuve : on pose 3 A 

(2) n n 
Jn = Youp tXo V 

où (x,:Y,) est la solution particulière naturelle pour l'équa- 


tion initiale, et (u sv ) est la solution générale naturel- 
n n'neN 
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(n € N) 


le pour l'équation : u -abv = l] , nommée la r:solvén- 

te Pell, qui admet une infinité de solutions. 

Alors ar à = CR dl à 
n n $ 3 n n 

Donc (2) vérifie 1'quatiön initiale. 


) = c. 


